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A Lore~z-invariant treatment of the second order DorrLer effect in rotational motions is given.
The calculation is then performed in a generally covariant manner. Experimental consequences
concerning the mechanical stability of clocks are discussed, and attention is drawn to a possible

refinement of the rotational experiments.

Wahrend in fritheren Experimenten der relativisti-
sche DorrLEr-Effekt nur an Teilchen mit hohen Ge-
schwindigkeiten (z.B. Kanalstrahlen *) nachgepriift
werden konnte, gestattet die hohe MeBgenauigkeit
des MossBaver-Effektes das Registrieren selbst des
quadratischen DoppLEr-Effektes bei thermischen Ge-
schwindigkeiten von etwa 100 m/sec. Damit konnten
in einer Reihe von Experimenten 75 die Grundlagen
der speziellen Relativitdtstheorie neu iiberpriift wer-
den. Als den Dorprer-Effekt hervorrufende Ge-
schwindigkeit wurde sowohl die thermische Bewe-
gung 5 als auch (in den iibrigen Experimenten) die
Bewegung von Absorber und Emitter auf einem
Rotor verwandt.

Die Temperaturbewegung der Kerne im Gitter be-
wirkt nicht nur eine Verbreiterung der M6ssBAUER-
Linie, sondern auch eine Verschiebung ihres Maxi-
mums (und als Effekt héherer Ordnung eine Ver-
anderung der Linienform). Die Temperaturabhén-
gigkeit der Lage des Maximums ist somit ebenfalls
ein Ma fiir den Dopprer-Effekt. In Uberlegungen
von WEGENER ® wird angenommen, dafl der Kern wie
ein klassischer Oszillator sendet. Da die Sendezeit
(Lebensdauer des angeregten Zustandes) wesentlich
grofer ist als die Perioden der Gitterschwingungen,
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wird die Kernbewegung iiber die Gitterschwingun-
gen gemittelt und die Zeitdilatation wird nur von v>
(mittleres Geschwindigkeitsquadrat) abhéngig, d. h.
nur von der Temperatur, unabhéngig von der spe-
ziellen Struktur des Gitters. Man erhalt als relative
Temperaturverschiebung pro Grad Kelvin?
Av(T) E(T)
ve  2NMc (1)

(M Atomgewicht, E Energie pro Mol, N LoscuMIpT-
sche Zahl, ¢ Lichtgeschwindigkeit).

Die fiir die Temperaturverschiebung gemessenen
Werte > stimmen mit der Berechnung innerhalb des
MeB{ehlers iiberein. Der Vergleich ist jedoch nicht
sehr iiberzeugend wegen der noch hohen MeB-
ungenauigkeit und der Unsicherheit infolge der ver-
wendeten Vereinfachungen.

1. Speziell-relativistische Theorie

Eine Bestatigung der Zeitdilatation mit groBerer
Genauigkeit ist jedoch méglich bei dem Frequenz-
vergleich zwischen Emitter und Absorber gleicher
Temperatur auf der rotierenden Scheibe. Bei ko-
varianter Rechnung lassen wir beliebige (feste)

Dorrrer-Verschiebung zweier Kerne nacheinander iiber die
Geschwindigkeitsverteilung im Emitter- und Absorber-
gitter bei den jeweiligen Temperaturen mitteln, die noch
vom Phononenspektrum des Kristalls abhdngt. — Unter
Verwendung der harmonischen Oszillator-Eigenfunktionen
ergibt eine quantenmechanische Behandlung® ebenfalls
obiges Ergebnis (1), wobei aber nicht die Zeitdilatation,
sondern E=m c? verwandt wird. Beide Beziehungen sind
jedoch dquivalent, wenn man, wie iiblich, die (davon noch
unabhiéngige) Isotropie des 3-dimensionalen Raumes und
Konstanz von c¢ in allen Inertialsystemen voraussetzt (A.
Rosertson, Rev. Mod. Phys. 21, 378 [19497).
8 B. D. Joseemson, Phys. Rev. Letters 4, 341 [1960].
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Lagen von Emitter E und Absorber A zu, die mit
gleicher Winkelgeschwindigkeit @ um die gemein-
same Rotationsachse 0 rotieren; r, ©, ¢ seien Zylin-
derkoordinaten (@ = 0 kennzeichnet die Ebene durch
A senkrecht zur Rotationsachse). Die Winkel, Ge-
schwindigkeiten und Radiusvektoren beziehen sich
auf das Laborsystem. Da wir im folgenden ausschlie3-
lich die Vierer-Vektoren u*, k* und die Skalare » be-
nutzen, ist die weiterhin durchzufithrende Rechnung
LorenTz-invariant.

Die Radiusvektoren 7y des Emitters zur Emis-
sionszeit und 1y des Absorbers zur Absorptionszeit
mogen den Winkel ¢ einschliefen. Die Rotations-
achse sei die 23-Achse, als 22-Achse wihlen wir 7y
im Augenblick der Absorption. Als Bezugssystem
wihlen wir also das Inertialsystem, gegen welches
die Scheibe rotiert. Fiir die Vierergeschwindigkeit des

dz'g

drs (r Min-
kowskI-Eigenzeit, die Mixkowski-Metrik habe die
Signatur — 2) erhalten wir dann

1 %
u’ll'l: 1/'1’_7'/31_:2 (_ﬂE cos®, ﬂE sme, 0’1)

Emitters zur Zeit der Emission uf = -

(2 a)

und fiir die Vierergeschwindigkeit des Absorbers zur
Absorptionszeit

. 1
ui\ — VIL,BA2 (_ﬂ:\voa O’ 1)' (2 b)
Der Wellenvektor des Photons sei
k#“=v(—sinacos @,cosacos @, sin@, 1). (3)

Dabei sind © und o die sphirischen Winkel des
3-dimensionalen Wellenvektors, » ist die Frequenz
der Welle im Laborsystem. Fiir die Emitter- und
Absorberfrequenzen (Eigenfrequenzen des Emitters
vg und Frequenz der Welle 4 im Absorbersystem)
gilt vg =k, uf; und vy =k, ul. Hiermit erhélt man
aus (2a, b) und (3)
1—pysinacos @  Y1—pg?

YA=YE 1By sin(a+@) cos O )12

Fig. 1. Parallelprojektion langs der Rotationsachse 0.
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der winkelabhingige Faktor fallt hierbei wegen
fasina=fgsin(a+¢) (siehe Abb. 1) heraus und
wir erhalten das einfache Resultat:

va=ve(V1=B2)/(V1-Ba2) . (4)

(Durch Isomerieverschiebung konnte auch das in
fritheren Versuchen offen gebliebene Vorzeichen von
Av experimentell bestimmt werden 2, vgl. 3.)

2. Allgemein kovariante Fassung der Theorie

Die voranstehende Rechnung ist ersichtlich LorEnTz-
invariant. Wir wollen sie andererseits auch allgemein
kovariant durchfiihren, indem wir zu dem sich mit-
drehenden Koordinatensystem tibergehen und dabei
die Invarianz des metrischen Feldes gegen eine
spezielle Bewegungsgruppe benutzen. Im mitrotieren-
den Bezugssystem (r, v, z, ct) gilt eine Riemannsche
Geometrie. Gemal} der Transformation vom Labor-
ins rotierende System

1

l=rcos(wt+y), 2 =rsin(wt+vy),23=z,2t=ct

wird der metrische Tensor gu»:

gu=—1, 83=—1, goo= —7% gu=1-

w

2 75

824=842= — =, (5)

alle anderen Komponenten verschwinden. Es seien
nun sy, sg die Riemannschen Bogenlidngen auf den
Weltlinien des Absorbers und Emitters, ¢4, ¢; die
entsprechenden Koordinatenzeiten. Der Emitter sen-
det in der Eigenzeit dsp genau n Wellenziige der
Eigen-Frequenz »y aus, die der Absorber wahrend
der Eigenzeit dsj als Frequenz v, empfingt. Da n
als ganze Zahl eine Invariante ist, gilt

vpdsgp=vadsy=n.

Das Feld auf der rotierenden Scheibe ist ein statio-
néres Feld, es 148t also eine Bewegungsgruppe ldngs
der #-Achse zu. Deshalb schneiden zwei langs einer .
t-Achse verschobene Lichtkegel auf allen ¢-Achsen
gleiche Stiicke aus: d¢y =dtg. Die Weltlinien von
Absorber und Emitter sind z-Achsen, so dal mit
ds® = g dé* d&”, (£*) = (r,y,2,cl)

folgt:

dr=dy=dz=0, dsg= V(é44)}‘ dtg,
dsa=V(g4s) a dta s

damit wird

VA=7E ::P: =g V(gaa) 6/ V (8ag) A - (6)
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Mit dem Ausdruck fiir g4 erhalten wir wieder das
obige Ergebnis (4)

va=ve(V1—Be?)[(V1-Bs) .

Da der zugrunde liegende Raum global , M-
kKowskisch® ist (alle Kriimmungskomponenten ver-
schwinden), brauchten wir zur Lésung des Problems
nicht die Eixsteinschen Feldgleichungen zu verwen-
den oder auch nur die Geoditengleichung zu 16sen.
Die allgemein-relativistische Behandlung ist hier er-
sichtlich eine kovariante Form der speziell-relativisti-
schen Rechnung. Deshalb erlaubt das Ergebnis auch
keine Schliisse hinsichtlich der Giiltigkeit der allge-
meinen Relativititstheorie bzw. des Aquivalenzprin-
zips (vgl. dagegen® 19). Dies ist schon daraus er-
sichtlich, daB man den Effekt allein aufgrund der
speziellen Relativititstheorie erklaren kann, in welche
das Aquivalenzprinzip gar nicht eingeht. Die Tat-
sache, da3 die Ruhsysteme von Emitter und Absorber
beschleunigt sind (in den bisher durchgefiihrten
Experimenten nur dasjenige des Absorbers), soll
hierbei keine Rolle spielen (vgl. jedoch den Schluf}-
absatz 3); die Frequenzverschiebung ist dann nur
von den Geschwindigkeiten von Emitter und Absor-
ber abhéngig.

3. Folgerungen fiir das Experiment

Man wird sich jedoch fragen miissen, ob iiber-
haupt Beschleunigungen den Gang von Uhren beein-
flussen konnen. Dabei ist zweierlei zu iiberlegen:

1. Welche Gangénderung ergibt die allgemeine
Relativitatstheorie?
2. Bleibt die Uhr bei Beschleunigungen mecha-
nisch heil?
Wie fiir den Spezialfall von Rotationsbewegungen
gezeigt wurde, ergibt die allgemeine Relativitats-
theorie in ebenen Raum-Zeit-Gebieten Unabhangig-
keit des Ganges ,,idealer Uhren“ von Beschleunigun-

9 M. A. Tonneuat, Les Vérifications Expérimentales de la
Relativité Générale, Masson et Cie., p. 165 (Paris 1964).
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gen. Falls die Beschleunigung jedoch durch andere als
Gravitationswechselwirkung hervorgerufen wird, wird
hierbei im allgemeinen vorausgesetzt, daf} diese den
Gang der Uhr nicht beeinflussen sollen. Da wir nun
andererseits die Giiltigkeit der speziellen Relativitats-
theorie voraussetzen, so kann durch obige Versuche
die Giiltigkeit dieses Postulats gepriift werden !
Das Ergebnis der Rotorexperimente ist dann, daf}
bei (konstant gerichteten) infolge der CouLoms-
Krifte aufretenden Beschleunigungen von 10% g, die
den thermischen Beschleunigungen iiberlagert sind,
der Fe’"-Kern als Uhr eine Ganggenauigkeit von
mindestens 5-10715 besitzt (die relative Energie-
anderung AE/E des ersten angeregten Niveaus ist
kleiner als der relative Mef3fehler des Maximums der
E-Verteilung von etwa 5-10715),

Den Effekt der thermischen Beschleunigungen von
etwa 10'6 ¢ kann man dagegen nicht iiber den MeB-
fehler der Temperaturverschiebung abschitzen, da
die Beschleunigungen isotrop sind; ohne eine ein-
gehende Theorie der Uhr (Deformation des Kerns)
1aBt sich dieser nur durch die DoppLER-Verbreitung
der Linie begrenzen. Damit erhdlt man, dafl Cou-
LomB-Beschleunigungen von 10€ g im Fe57-Kern eine
relative Gangdifferenz (relative E-Niveau-Verschie-
bung 4E/E) von weniger als 10712 verursachen.

Bei der speziell-relativistischen Behandlung der
Rotorexperimente mufiten wir Winkel einfiihren, die
die gegenseitige Lage von Emitter und Absorber be-
stimmen. Die sich ergebende Frequenzverschiebung
war jedoch nur noch von den radialen Abstidnden
von der Rotationsachse abhingig, so dal man Emit-
ter und Absorber zu konzentrischen Zylindern ausdeh-
nen kann. Damit fielen nicht nur elektronische Tore
fort, sondern die wesentlich grofleren Zahlraten ver-
ringerten vor allem auch den statistischen Fehler.
Wir mé6chten auf diese Moglichkeit der Verbesserung
der experimentellen Anordnung ausdriicklich hin-
weisen.
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